Eloadas koveto félidk a Matematika
mérnokoknek |. cimii targyhoz

Burai Pal

Vektorok, matrixok, linedris egyenletrendszerek
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Vektorok

A rendezett valds szamparokat kétdimenzids valds vektoroknak nevezziik.
Jelolésiikre latin kisbetliket hasznalunk.

Burai Pdl Eléadas kovets félidk



Vektorok

A rendezett valds szdmparokat kétdimenzids valds vektoroknak nevezziik.
Jeloléstikre latin kisbetiiket hasznalunk. Megkiilonboztetjik az
oszlopvektorokat és a sorvektorokat. Ha mast nem mondunk, akkor a
vektorok mindig oszlopvektorok, és a transzponaltjuk sorvektor.
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Vektorok

A rendezett valds szampdrokat kétdimenzids valds vektoroknak nevezziik.
Jeloléstikre latin kisbetiiket hasznalunk. Megkiilonboztetjik az
oszlopvektorokat és a sorvektorokat. Ha mast nem mondunk, akkor a
vektorok mindig oszlopvektorok, és a transzponaltjuk sorvektor.

Példak

X2

a:H, aT —[1,2], x:m, <7 = [x1, %]
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Vektorok

A rendezett valds szampdrokat kétdimenzids valds vektoroknak nevezziik.
Jeloléstikre latin kisbetiiket hasznalunk. Megkiilonboztetjik az
oszlopvektorokat és a sorvektorokat. Ha mast nem mondunk, akkor a
vektorok mindig oszlopvektorok, és a transzponaltjuk sorvektor.

Példak

a:H, aT —[1,2], x:m, <7 = [x1, %]

X2

Hasonléan definidlhatunk tobbdimenzids valds- vagy komplex vektorokat.
A megfelelé dimenzids vektorok halmazara az R?, R", C”" jeloléseket

hasznaljuk.
Példak
X1 i
x=|:|€eR", X" =[x1,....xs], w= [214—411_] e C?

Xn
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Vektorok osszeadasa

Azonos dimenzidji oszlopvektorokat (sorvektorokat) koordindtanként
adjuk ossze.
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Vektorok osszeadasa

Azonos dimenzidji oszlopvektorokat (sorvektorokat) koordindtanként
adjuk ossze.

Példak
1 -2 -1
2|+ |6 =181, [14i—-142i]+[i,3+3i] = [1+2i,2+5i],

-1 2 1
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Vektorok osszeadasa

Azonos dimenzidji oszlopvektorokat (sorvektorokat) koordindtanként

adjuk ossze.
Példak

1 —2]
2|+ 6

T+ V20
V3—i

1—i |

-1
8 |, (147, —1+2i]+[i,343i] = [1+2i,2+5],
1

[ —m— i (V2 +7)i

V5 +4i V3+V5+3i

|sin(1) 4 cos(1)i

1+ sin(1) + (cos(1) — 1)i
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Vektorok osszeadasa

Azonos dimenzidji oszlopvektorokat (sorvektorokat) koordindtanként

adjuk ossze.

Példak
1 -21 [-1
2|+ 6 8|, [+, —142i]+[i,3+3i] = [14+2i,2+51],
-1 2| |1
T+V2il [ —m—mi (V2 +7)i
V3—i V5 + 4i V34 V54 3i
1—i | [sin(1)+ cos(1)i 1 +sin(1) + (cos(1) — 1)i
Altalsban

X1 Y1
4|

Xn Yn

Burai Pdl
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Xn + Yn
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Vektorok skalarral vald szorzasa

Egy vektort adott skalarral koordindtanként szorzunk.

Burai Pdl
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Vektorok skalarral valé szorzasa
Egy vektort adott skalarral koordindtanként szorzunk.
Példak
-1 -3
3({2|1 =161, -2 [10,0,2,3] = [—20,0, —4, —6] .
4 12
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Vektorok skalarral vald szorzasa

Egy vektort adott skalarral koordindtanként szorzunk.

Példak

—2([10,0,2,3] = [~20,0, -4, 6] .

(1-0)[1,0,1+i] =[1-140,2].
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Vektorok skalarral vald szorzasa

Egy vektort adott skalarral koordinatanként szorzunk.

Példak

11 [-3]
3/2(=|6|, —2[10,0,2,3] = [-20,0,—4,—6].
4] [12]
2/ [-2]
iloj=|o|, (@-)[L0o1+i]=[1-4102].
4] |4

Altalaban, ha

X1 X1 )\Xl
x= | | egy vektor, és \ egy skaldr, akkor A || =

Xn Xn )\X,-,
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Vektorok osszeadasanak tulajdonsagai

@ A vektorok osszeadasa miivelet: Két azonos tipusi vektor
osszeaddsa egy veluk azonos tipusu vektort eredményez.
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Vektorok osszeadasanak tulajdonsagai

@ A vektorok osszeadasa miivelet: Két azonos tipusi vektor
osszeaddsa egy veluk azonos tipust vektort eredményez.
@ Ez a miivelet asszociativ: Harom vektor esetén az els6 kettd

osszegéhez a harmadikat hozzdadva ugyanazt kapom, ha az elsét a
masik kettd O0sszegéhez adom hozza.
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Vektorok osszeadasanak tulajdonsagai

@ A vektorok osszeadasa miivelet: Két azonos tipusi vektor
osszeaddsa egy veluk azonos tipust vektort eredményez.
@ Ez a miivelet asszociativ: Harom vektor esetén az els6 kettd

osszegéhez a harmadikat hozzdadva ugyanazt kapom, ha az elsét a
masik kettd O0sszegéhez adom hozza.

o Létezik additiv egység: A csupa nulla vektort barmely vektorhoz
hozzaadva az eredeti vektort kapom vissza.
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Vektorok osszeadasanak tulajdonsagai

@ A vektorok osszeadasa miivelet: Két azonos tipusi vektor
osszeaddsa egy veluk azonos tipust vektort eredményez.

o Ez a miivelet asszociativ: Harom vektor esetén az els6 kettd
osszegéhez a harmadikat hozzdadva ugyanazt kapom, ha az elsét a
masik kettd O0sszegéhez adom hozza.

o Létezik additiv egység: A csupa nulla vektort barmely vektorhoz
hozzaadva az eredeti vektort kapom vissza.

o Létezik additiv inverz: Minden vektorhoz létezik olyan vektor,
amellyel 0sszeadva az additiv egységet kapom.
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Vektorok osszeadasanak tulajdonsagai

A vektorok 0sszeaddsa miivelet: Két azonos tipusu vektor
osszeaddsa egy veluk azonos tipust vektort eredményez.

Ez a miivelet asszociativ: Harom vektor esetén az els6 kettd
osszegéhez a harmadikat hozzdadva ugyanazt kapom, ha az elsét a
masik kettd O0sszegéhez adom hozza.

Létezik additiv egység: A csupa nulla vektort barmely vektorhoz
hozzaadva az eredeti vektort kapom vissza.

Létezik additiv inverz: Minden vektorhoz |étezik olyan vektor,
amellyel 0sszeadva az additiv egységet kapom.

A vektorok osszeaddsa kommutativ mivelet: Két vektort
tetszbleges sorrendben adhatok ossze.
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Vektorok skaldrral valé szorzasanak tulajdonsdgai

o Tetszbleges vektort a nulla szammal megszorozva a nulla vektort
(additiv egységet) kapom eredményiil.
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Vektorok skaldrral valé szorzasanak tulajdonsdgai

o Tetszbleges vektort a nulla szammal megszorozva a nulla vektort
(additiv egységet) kapom eredményiil.

o Ha egy vektort megszorzok eggyel, akkor magat a vektort kapom
eredményiil.
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Vektorok skaldrral valé szorzasanak tulajdonsdgai

o Tetszbleges vektort a nulla szammal megszorozva a nulla vektort
(additiv egységet) kapom eredményiil.

o Ha egy vektort megszorzok eggyel, akkor magat a vektort kapom
eredményiil.

o Ha egy vektort megszorzok egy skalarral, majd az eredményt djra
megszorzom egy masik skalarral, akkor az eredmény ugyanaz lesz, ha
a vektort a skaldrok szorzataval szorzom meg.
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Vektorok skaldrral valé szorzasanak tulajdonsdgai

o Tetszbleges vektort a nulla szammal megszorozva a nulla vektort
(additiv egységet) kapom eredményiil.

o Ha egy vektort megszorzok eggyel, akkor magat a vektort kapom
eredményiil.

o Ha egy vektort megszorzok egy skalarral, majd az eredményt djra
megszorzom egy masik skalarral, akkor az eredmény ugyanaz lesz, ha
a vektort a skaldrok szorzataval szorzom meg.

o Disztributivitas: Vektorok osszegét egy skalarral megszorozva ugy
is megkaphatom, ha a vektorokat kiilon-kilon megszorzom a széban
forgd skalarral, majd az igy kapott vektorokat adom Ossze.
Hasonldan, egy vektort (gy is megszorozhatok skaldrok osszegével,
hogy kilon-kiilon megszorzom a vektort a széban forgd skalarokkal,
majd a kapott vektorokat 0sszeadom.
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Vektorterek

Az el6z6 tulajdonsdgokkal rendelkez6 struktirdkat vektortereknek
nevezziik.
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Vektorterek

nevezziik.

Az el6z6 tulajdonsdgokkal rendelkez6 struktirdkat vektortereknek
Példak vektorterekre

o A valés sik vektorai: R? = {x | xT = (x1,x), x1,% € R }.

Burai Pdl

Eléadas kovets félidk




Vektorterek

Az el6z6 tulajdonsdgokkal rendelkez6 struktirdkat vektortereknek
nevezziik.

Példdk vektorterekre
o A valés sik vektorai: R? = {x | xT = (x1,x), x1,% € R }.

o A valés tér vektorai: R3 = {x | x" = (x1,x0,x3), x1,%,x3 €R }.
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Vektorterek

Az el6z6 tulajdonsdgokkal rendelkez6 struktirdkat vektortereknek
nevezziik.

Példdk vektorterekre
o A valés sik vektorai: R? = {x | xT = (x1,x), x1,% € R }.
o A valés tér vektorai: R® = {x | x = (x1,x2,x3), x1,%2,x3 € R }.

@ A valds n dimenzids tér:
R = {x | xT = (x1,.--,%n), X1,.--, % ER }.
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Vektorterek

Az el6z6 tulajdonsdgokkal rendelkez6 struktirdkat vektortereknek
nevezziik.

Példak vektorterekre
o A valés sik vektorai: R? = {x | xT = (x1,x), x1,% € R }.
o A valés tér vektorai: R3 = {x | x" = (x1,x0,x3), x1,%,x3 €R }.
@ A valés n dimenzids tér:
R = {x | xT = (x1,.--,%n), X1,.--, % ER }.
o A komplex n dimenzids (a komplex szdmok teste felett) tér:
C={x|x" =(xt,---,%n), X1,---,% €C }.
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Vektorterek

Az el6z6 tulajdonsdgokkal rendelkez6 struktirdkat vektortereknek
nevezziik.

Példak vektorterekre

o A valés sik vektorai: R? = {x | xT = (x1,x), x1,% € R }.

o A valés tér vektorai: R3 = {x | x" = (x1,x0,x3), x1,%,x3 €R }.

@ A valés n dimenzids tér:
R = {x | xT = (x1,.--,%n), X1,.--, % ER }.

o A komplex n dimenzids (a komplex szdmok teste felett) tér:
C={x|x" =(xt,---,%n), X1,---,% €C }.

o A legfeljebb n-ed foku valds polinomok tere:
Po={p:R—=R|p(t)=ant"+---+at+a, a,...,an €R }.
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Vektorterek

Az el6z6 tulajdonsagokkal rendelkezd struktirakat vektortereknek
nevezziik.

Példak vektorterekre

o A valés sik vektorai: R? = {x | xT = (x1,x), x1,% € R }.

o A valés tér vektorai: R3 = {x | x" = (x1,x0,x3), x1,%,x3 €R }.

@ A valés n dimenzids tér:
R = {x | xT = (x1,.--,%n), X1,.--, % ER }.

o A komplex n dimenzids (a komplex szdmok teste felett) tér:
C={x|x" =(xt,---,%n), X1,---,% €C }.

o A legfeljebb n-ed foku valds polinomok tere:
Po={p:R—=R|p(t)=ant"+---+at+a, a,...,an €R }.

@ A valds polinomok tere: U,Pp,.
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Vektorterek

Az el6z6 tulajdonsagokkal rendelkezd struktirakat vektortereknek
nevezziik.

Példak vektorterekre

o A valés sik vektorai: R? = {x | xT = (x1,x), x1,% € R }.

o A valés tér vektorai: R3 = {x | x" = (x1,x0,x3), x1,%,x3 €R }.

@ A valés n dimenzids tér:
R"={x | x" = (x1,...,%n), X1,---, X ER }.

o A komplex n dimenzids (a komplex szdmok teste felett) tér:
C={x|x" =(x1,---,%n), X1,---,% € C }.

o A legfeljebb n-ed foki valés polinomok tere:
Po={p:R—=R|p(t)=ant"+---+art+ao, a,...,an €R }.

@ A valds polinomok tere: U,Pp,.
@ Adott intervallumon folytonos fiiggvények tere.
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Vektorterek

Az el6z6 tulajdonsagokkal rendelkezd struktirakat vektortereknek
nevezziik.

Példak vektorterekre

o A valés sik vektorai: R? = {x | xT = (x1,x), x1,% € R }.

o A valés tér vektorai: R3 = {x | x" = (x1,x0,x3), x1,%,x3 €R }.

@ A valés n dimenzids tér:

R"={x | x" = (x1,...,%n), X1,---, X ER }.

o A komplex n dimenzids (a komplex szdmok teste felett) tér:
C={x|x" =(x1,---,%n), X1,---,% € C }.
A legfeljebb n-ed fokd valds polinomok tere:
Po={p:R—=R|p(t)=ant"+---+art+ao, a,...,an €R }.

A valés polinomok tere: U,P,.

Adott intervallumon folytonos fiiggvények tere.

@ Adott intervallumon, adott rendben differencidlhaté fliggvények tere.
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Vektorok hossza és belso szorzata

Ha a’ = (a;,ay), akkor a Pitagorasz tételbd| kapjuk, hogy a hossza
\/a? + a3. Jele: ||a|, kiolvasva a hossza, vagy a normdja.

Burai Pdl
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Vektorok hossza és belso szorzata

Ha a’ = (a;,ay), akkor a Pitagorasz tételbd| kapjuk, hogy a hossza
/a3 + a3. Jele: ||a|, kiolvasva a hossza, vagy a norméja. Ezt dgy is
megkaphatjuk, ha bevezetjiik a vektorok bels6 szorzatat:

a’ b= [a1, a2] - [Zj = a1b; + axb,  ha a vektorok valdsak,

és

a’ -b=a,a]- [Z—j = a1by + apb, ha a vektorok komplexek.
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Vektorok hossza és belso szorzata

Ha a’ = (a1, ay), akkor a Pitagorasz tételbd| kapjuk, hogy a hossza
a? + a2. Jele: ||a||, kiolvasva a hossza, vagy a normdja. Ezt dgy is
megkaphatjuk, ha bevezetjiik a vektorok bels6 szorzatat:

a’ b= [a1, a2] - [bl} = a1b; + axb,  ha a vektorok valdsak,

by
és
T & by — —
a' -b=1la,a)] b, = ai1b; + axb, ha a vektorok komplexek.
Ekkor
lall = vaT -a  a valés esetben,
illetve

la]] = vaT -a a komplex esetben.
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Altalsban

Y1
xy= [x1,...oxp] - | 1| =X+ 4+ Xpyn  a valds esetben
Yn
illetve
iz
x" Y=1[x1,...,xn]- | : | =xy1+ -+ x,¥n a komplex esetben.
Yn
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Altalsban

Y1
xy= [x1,...oxp] - | 1| =X+ 4+ Xpyn  a valds esetben
Yn
illetve
n
x" Y=1[x1,...,xn]- | : | =xy1+ -+ x,¥n a komplex esetben.
Yn

A norma tulajdonsagai

o Tetszbleges vektor normdja nemnegativ, és csak a nullvektor
normdja nulla.
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Altalsban

Y1
xy= [x1,...oxp] - | 1| =X+ 4+ Xpyn  a valds esetben
Yn
illetve
n
x" Y=1[x1,...,xn]- | : | =xy1+ -+ x,¥n a komplex esetben.
Yn

A norma tulajdonsagai

o Tetszbleges vektor normdja nemnegativ, és csak a nullvektor
normdja nulla.

o Egy vektor skaldrszorosdnak a hossza egyenld a vektor hossza
szorozva a skalar abszolutértékével.
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Altaldban

n
x.y= [x1,...oxp] - | 1| =X+ 4+ Xpyn  a valds esetben
Yn
illetve
n
x" Y=1[x1,...,xn]- | : | =xy1+ -+ x,¥n a komplex esetben.
Yn

A norma tulajdonsagai

o Tetszbleges vektor normdja nemnegativ, és csak a nullvektor
normdja nulla.

o Egy vektor skaldrszorosdnak a hossza egyenl6 a vektor hossza
szorozva a skaldr abszoldtértékével.

o Két vektor osszegének a hossza kisebb vagy egyenlé, mint a hosszak
osszege.
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A belso szorzat geometriai jelentése

Két vektor belsé szorzata megegyezik a hosszuk szorzata szorozva a
bezart szogiik koszinuszaval:

xT oy = x|l - llyll cos .

Az x és y vektor belsd szorzata eygenl6 az x vektor hosszanak szorzata
az x vektor y vektorra es6 merbleges vetiiletének hosszaval.

Kovetkezmény

Két vektor pontosan akkor merdleges, ha a bels6 szorzatuk nulla.

Feladat

Legyen x™ = (1,2). Keressen egy x-re merSleges y vektort! Jellemezze
az osszes ilyen y vektort!
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Bels6 szorzat tulajdonsagai

Valds eset:
e Szimmetria: x" -y =y " . x.
o Disztributivitds: (x +y) - z=x"-z+y" .z
o Homogenitas: (Ax)7 -y = A\(xT - y).

T

o Pozitiv definitség: x” - x > 0 minden x vektor esetén, és x” - x =0

pontosan akkor ha x = 0.

Feladat
Vizsgaljuk meg a komplex eset tulajdonsagait!
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Legyen
-5 0
a—(;), b—(_g), c=| 2|, d=| -1
1 7
. . i—1 0
u—(_1+2:.),v—<\.?+3l.>,w— i-2 |,z=1[ -1
me 1 7

Szamitsa ki az alabbi kifejezések értékét!
a+b, —5c, 12a+4b, 3c+d, |b], [c+d|, u—iv,

(342w —iz, v—3iu, |wl, Jz|, |[iz+w].
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Linedris kombinacid, linedris fuggdség, linearis fuggetlenség

Legyenek x, y azonos tipusu vektorok, o, [ skaldrok, ekkor az
ax + By

vektort az x, y vektorok «a, (3 egyiitthatdkkal vett linearis
kombinacidjanak nevezziik.
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Linedris kombinacid, linedris fuggdség, linearis fuggetlenség

Legyenek x, y azonos tipusu vektorok, o, [ skaldrok, ekkor az
ax + By

vektort az x, y vektorok «a, (3 egyiitthatdkkal vett linearis
kombinacidjanak nevezziik.

Példak
2 1 8 : j
_ 2= . 1 _ | 2+3
2|3 wefel = 1| o eaen] 1)< [413]
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Linearis kombinacid, linedris fuggdség, linedris fliggetlenség

Legyenek x, y azonos tipusu vektorok, o, [ skaldrok, ekkor az
ax + By

vektort az x, y vektorok «a, (3 egyiitthatdkkal vett linearis
kombinacidjanak nevezziik.

Példak
2 1 8 . .
. 12— . 1 243
21| +4 (4| =18, i [1—|—i] +(141) {24—2& = [—1—|—5i]
-1 0 -2
Altala'nosan, ha xi,...,X, azonos tipust vektorok, aj,...a, skaldrok,
akkor az
Q1X1 + -+ apXp
vektort az xi,...,x, vektorok ai, ..., egyutthatdkkal vett linedris

kombinacidjanak nevezziik.
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Linearis kombinacid, linedris fuggdség, linedris fliggetlenség

Adott vektorokbdl egy vektor nem feltétlentil csak egyféleképpen
kombindlhaté ki linedrisan.

2 1 3 8 2 1 3 8
211 |+4 (4|40 |5 | =|18|, O 1 |+2|4|+2|5|= |18
-1 0 -1 -2 -1 0 -1 -2
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Linearis kombinacid, linedris fuggdség, linedris fliggetlenség

Adott vektorokbdl egy vektor nem feltétlentil csak egyféleképpen
kombindlhaté ki linedrisan.

2 1 3 8 2 1 3 8
2|1 |+4|4|/40| 5| =1|18|, 0|1 |+2|4|4+2| 5| =18
-1 0 -1 -2 -1 0 -1 -2

Ha ez a helyzet, akkor a nulla vektor is kikombindlhaté az adott
vektorokbdl tobbféleképpen, igy nem csak csupa nulla egyttthatdkkal.

2 1 3 0
1|+ (4| -|5|=]0
-1 0 -1 0

Ekkor azt mondjuk, hogy a nullvektor nem trivialis linearis
kombinacidja az adott vektoroknak.
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Linearis kombinacid, linedris fuggdség, linedris fliggetlenség

Adott vektorokbdl egy vektor nem feltétlentil csak egyféleképpen
kombindlhaté ki linedrisan.

2 1 3 8 2 1 3 8
2|1 |+4|4|/40| 5| =1|18|, 0|1 |+2|4|4+2| 5| =18
-1 0 -1 -2 -1 0 -1 -2

Ha ez a helyzet, akkor a nulla vektor is kikombindlhaté az adott
vektorokbdl tobbféleképpen, igy nem csak csupa nulla egyttthatdkkal.

2 1 3 0
1|+ (4| -|5|=]0
-1 0 -1 0

Ekkor azt mondjuk, hogy a nullvektor nem trivialis linearis
kombinacidja az adott vektoroknak.

Linedris fliggoség, linearis fuggetlenség

Ha egy vektorrendszerbdl a nullvektor nem trividlis médon is
kikombinalhaté linearisan, akkor a vektorrendszer linearisan fiiggdé. A
vektorrendszer linedrisan fliggetlen, ha nem fliggo.
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Generatorrendszer, bazis, dimenzid

Egy vektorrendszer generatorrendszere egy vektortérnek, ha a vektortér
minden vektora el6allithatd a vektorrendszer elemeinek linedris
kombindcidjaként. Ekkor azt mondjuk, hogy a vektorrendszer generalja
az adott vektorteret.
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Generatorrendszer, bazis, dimenzid

Egy vektorrendszer generatorrendszere egy vektortérnek, ha a vektortér
minden vektora el6allithatd a vektorrendszer elemeinek linedris
kombindcidjaként. Ekkor azt mondjuk, hogy a vektorrendszer generalja
az adott vektorteret.

Példa
Az aT =1[2,0,0], b7 =[1,2,0] vektorok nem generaljik R3-at.
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Generatorrendszer, bazis, dimenzid

Egy vektorrendszer generatorrendszere egy vektortérnek, ha a vektortér
minden vektora el6allithatd a vektorrendszer elemeinek linedris
kombindcidjaként. Ekkor azt mondjuk, hogy a vektorrendszer generalja
az adott vektorteret.

Példa
Az aT =1[2,0,0], b7 =[1,2,0] vektorok nem generaljik R3-at.

Egy vektortér végesen generalt, ha van véges sok vektorbdl allé
generdtorrendszere.
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Generatorrendszer, bazis, dimenzid

Egy vektorrendszer generatorrendszere egy vektortérnek, ha a vektortér
minden vektora el6allithatd a vektorrendszer elemeinek linedris
kombindcidjaként. Ekkor azt mondjuk, hogy a vektorrendszer generalja
az adott vektorteret.

Példa
Az aT =1[2,0,0], b7 =[1,2,0] vektorok nem generaljik R3-at.

Egy vektortér végesen generalt, ha van véges sok vektorbdl allé
generdtorrendszere.

Példa

Az aT =1[2,0,0], b7 =[1,2,0], ¢ =[2,1,-1], dT =[1,1,1] vektorok
generéljak R3-at, de ez a rendszer nem linedrisan fiiggetlen. Ha egy
generatorrendszer linedrisan fliggetlen, akkor bazisnak nevezziik.

A végesen generdlhaté vektortereknek minden bazisa ugyanannyi vektort
tartalmaz. Ezt a szdmot a vektortér dimenzidjdnak nevezziik.

Burai Pél Eléadas kovet félidk



Ortogonalis bazis

R"-ben és C"-ben a vektortér struktura mellett bels6é szorzat is
definidlhaté a térben. Az ilyen tereket Euklideszi tereknek nevezziik.

A by,..., b, bazist az n dimenziés Euklideszi térben ortogonalis
bazisnak nevezziik, ha b; meréleges bj-re minden i,j =1,...,n, i #j
esetén.

Egy ortogondlis bazist ortonormalt bazisnak neveziink, ha
|bill =1, i=1,...,n.

Tétel

Minden n dimenziés Euklideszi térnek létezik ortonormalt bazisa.
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Gramm-Schmidt-féle ortogonalizacids eljdrds R3-ban

Legyen by, by, b3 bazis R3-ban, ekkor a

by _ T aQ
qL =0, Go = by — (by - q1)q1, G = —,
[ b | 2 l|G2|]
— T T o 63
g3 = b3 — (b - q1)q1 — (b3 - q2)q2, g3 = Tl

vektorok ortonormilt bazist alkotnak R3-ban.

Feladatok

o Szamitsuk ki a kdvetkezd szorzatokat: q; - q2, qf - 93, 7 - q3!

o Alkalmazzuk a Gramm-Schmidt-féle ortogonalizicids eljardst a
kovetkez6 vektorokra! Ellendrizzik a kapott vektorrendszerek
ortonormaltsagat!

L =(L,1), b =(1,2).
bl = (7170)v bZT = (717 1)
by = (0,1,1) bj =(1,0,1).
,2), bf =(0,0,1).
1,2), b] =(1,0,1).

°
o
S
|
—
=
—

© © o ©
RSy
\'
Il
—
OJ—‘O
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NN =
— =
&
\|
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Matrixok, matrixok osszeadasa

A=

szdmtdbldzatot, ahol aj € Rvagy a; € C, i=1,...,n, j=1,...

n X m-es valds vagy komplex matrixnak nevezziik.
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Matrixok, matrixok osszeadasa

A=

szdmtabldzatot, ahol aj € Rvagy a; € C, i=1,...,n, j=1,....m
n X m-es valds vagy komplex matrixnak nevezziik.Ezek halmazat
Mpm(R)-rel vagy M pm(C)-vel jeldljiik.
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Matrixok, matrixok osszeadasa

Az
ai1 al,m
A= 5
anl anm
szdmtabldzatot, ahol aj € Rvagy a; € C, i=1,...,n, j=1,....m

n x m-es valds vagy komplex matrixnak nevezziik.Ezek halmazat
M pm(R)-rel vagy M ,m(C)-vel jeldljiik. Ha A és B azonos tipust
matrixok, akkor az Osszegiiket a

ail o aim bii - bim ain+bu - aym+ bim
1 o : :
anl " dmm bnl o bnm an1 + bnl T anm + bnm

képlettel definialjuk.
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Matrixok osszeaddsanak tulajdonsagai

@ A maétrixok osszeadasa miivelet az azonos tipusu matrixok
halmazan: két azonos tipusi matrix Osszege az Osszeadott
matrixokkal azonos tipusu lesz.
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Matrixok osszeaddsanak tulajdonsagai

@ A matrixok osszeaddsa mivelet az azonos tipust matrixok
halmazan: két azonos tipusi matrix Osszege az Osszeadott
matrixokkal azonos tipusu lesz.

@ A matrixok Osszeaddsa asszociativ: harom azonos tipusti matrix
osszegét megkaphatom gy, hogy az els6 kettd osszegéhez
hozzaadom a harmadikat és lgy is, hogy az elsét a masik ketto
osszegéhez adom hozza.
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Matrixok osszeaddsanak tulajdonsagai

@ A matrixok osszeaddsa mivelet az azonos tipust matrixok
halmazan: két azonos tipusi matrix Osszege az Osszeadott
matrixokkal azonos tipusu lesz.

@ A matrixok Osszeaddsa asszociativ: harom azonos tipusti matrix
osszegét megkaphatom gy, hogy az els6 kettd osszegéhez
hozzaadom a harmadikat és lgy is, hogy az elsét a masik ketto
osszegéhez adom hozza.

o Létezik additiv egység: tetszéleges matrixhoz a vele azonos tipust
csupa nulldkbdl 4116 matrixot hozzdadva (akar balrdl, akér jobbrdl)
az eredmény az eredeti matrix lesz.
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Matrixok osszeaddsanak tulajdonsagai

@ A matrixok osszeaddsa mivelet az azonos tipust matrixok
halmazan: két azonos tipusi matrix Osszege az Osszeadott
matrixokkal azonos tipusu lesz.

@ A matrixok Osszeaddsa asszociativ: harom azonos tipusti matrix
osszegét megkaphatom gy, hogy az els6 kettd osszegéhez
hozzaadom a harmadikat és lgy is, hogy az elsét a masik ketto
osszegéhez adom hozza.

o Létezik additiv egység: tetszéleges matrixhoz a vele azonos tipust
csupa nulldkbdl 4116 matrixot hozzdadva (akar balrdl, akér jobbrdl)
az eredmény az eredeti matrix lesz.

o Létezik additiv inverz: minden matrixhoz létezik egy olyan matrix,
amellyel 6t tetszbleges sorrendben osszeadva a csupa nulla matrixot
kapjuk.
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Matrixok osszeaddsanak tulajdonsagai

A matrixok 6sszeaddsa miivelet az azonos tipust matrixok
halmazan: két azonos tipusi matrix Osszege az Osszeadott
matrixokkal azonos tipusu lesz.

A matrixok Osszeaddsa asszociativ: harom azonos tipusi matrix
osszegét megkaphatom gy, hogy az els6 kettd osszegéhez
hozzaadom a harmadikat és lgy is, hogy az elsét a masik ketto
osszegéhez adom hozza.

Létezik additiv egység: tetszbleges matrixhoz a vele azonos tipusu
csupa nulldkbdl 4116 matrixot hozzdadva (akar balrdl, akér jobbrdl)
az eredmény az eredeti matrix lesz.

Létezik additiv inverz: minden matrixhoz létezik egy olyan matrix,
amellyel 6t tetszbleges sorrendben osszeadva a csupa nulla matrixot
kapjuk.

A matrixok osszeaddsa kommutativ: azonos tipusti matrixokat
tetszOleges sorrendben adhatok oOssze.
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Matrixok skalarral vald szorzasa

Legyen A skalar és A egy matrix, ekkor a szorzatukat a kovetkez6 mdédon
definialjuk:

a0 am Aair o Aadim

anl ©o dnm >\an1 e /\anm
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Matrixok skalarral vald szorzasa

Legyen A skalar és A egy matrix, ekkor a szorzatukat a kovetkez6 mdédon
definialjuk:

a0 am Aair o Aadim

anl " dnm >\an1 e /\anm

Példa
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Matrixok skalarral valé szorzasanak tulajdonsagai

o Tetszbleges matrixot a nulla szammal megszorozva a csupa nulla
matrixot kapom.
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Matrixok skalarral valé szorzasanak tulajdonsagai

o Tetszbleges matrixot a nulla szammal megszorozva a csupa nulla
matrixot kapom.

o Ha tetszbleges matrixot megszorzok eggyel, akkor magat a matrixot
kapom eredményiil.
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Matrixok skalarral valé szorzasanak tulajdonsagai

o Tetszbleges matrixot a nulla szammal megszorozva a csupa nulla
matrixot kapom.

o Ha tetszbleges matrixot megszorzok eggyel, akkor magat a matrixot
kapom eredményiil.

@ Ha egy matrixot megszorzok egy skaldrral, majd a kapott matrixot
Ujra megszorzom egy masik skalarral, akkor az eredmény ugyanaz
lesz, ha a matrixot a skalarok szorzatdval szorzom meg.
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Matrixok skalarral valé szorzasanak tulajdonsagai

o Tetszbleges matrixot a nulla szammal megszorozva a csupa nulla
matrixot kapom.

o Ha tetszbleges matrixot megszorzok eggyel, akkor magat a matrixot
kapom eredményiil.

@ Ha egy matrixot megszorzok egy skaldrral, majd a kapott matrixot
Ujra megszorzom egy masik skalarral, akkor az eredmény ugyanaz
lesz, ha a matrixot a skalarok szorzatdval szorzom meg.

o Disztributivitas: Matrixok Osszegét egy skaldrral megszorozva tgy
is megkaphatom, ha a matrixokat kulon-kilon megszorzom a széban
forgd skalarral, majd az igy kapott matrixokat adom Ossze.
Hasonldan, egy matrixot Ugy is megszorozhatok skaldrok o0sszegével,
hogy kilon-kiilon megszorzom a métrixot a széban forgd
skaldrokkal, majd a kapott matrixokat o6sszeadom.
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Matrixok szorzasa

Tekintsunk két matrixot gy, hogy az elsének ugyanannyi oszlopa van,
mint ahany sora a masodiknak, azaz, A€ Mnx més B € Mm x k.
Ekkor definidlhaté az C = AB szorzat, ahol C € Mn x k és a C matrix
i. sordnak j. eleme az A matrix i. sordnak és a B matrix j. oszlopanak

belsé szorzata, azaz
m
Cij = E a,-tbtj.
t=1
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Matrixok szorzasa

Tekintslink két matrixot Ugy, hogy az elsének ugyanannyi oszlopa van,
mint ahany sora a masodiknak, azaz, A€ Mnx més B € Mm x k.
Ekkor definidlhaté az C = AB szorzat, ahol C € Mn x k és a C matrix
i. sordnak j. eleme az A matrix i. sordnak és a B matrix j. oszlopanak

belsé szorzata, azaz
m
Cij = E a,-tbtj.
t=1

Feladat
Szamitsuk ki az ATB, ABT, CD, CB, AT D szorzatokat, ahol
1 -1 4 -
A= 12, B= i , C—[l (.)5], D= |3 2
-1 i 2 ..
3 i i+2
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Matrixok szorzdsdnak tulajdonsagai

@ A matrixok szorzdsa még a négyzetes matrixok korében sem
kommutativ!
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Matrixok szorzdsdnak tulajdonsagai

@ A matrixok szorzdsa még a négyzetes matrixok korében sem
kommutativ!

e A mdtrixok szorzdsa asszociativ (csoportosithatd).
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Matrixok szorzdsdnak tulajdonsagai

@ A matrixok szorzdsa még a négyzetes matrixok korében sem
kommutativ!

o A mitrixok szorzdsa asszociativ (csoportosithatd).

@ Szorzat transzponaltja megegyezik a transzponiltak forditott
sorrendi szorzatdval, azaz (AB)T = BTAT.
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Matrixok szorzdsdnak tulajdonsagai

@ A matrixok szorzdsa még a négyzetes matrixok korében sem
kommutativ!

o A mitrixok szorzdsa asszociativ (csoportosithatd).

@ Szorzat transzponaltja megegyezik a transzponiltak forditott
sorrendi szorzatdval, azaz (AB)T = BTAT.

e Disztributivitas: (A+ B)C = AC+ BC és A(B+ C) = AB+ AC.

Feladat

Végezziik el a kovetkezé szamitasokat
AB, BA, (AB)T, ATBT  (A+ B)C, AC + BC, ahol

-1 i 4 0 1 0 1 1 2
A=15 1 0|, B=1]0 0 1|, C=([-3 3 1
—i 0 1+ 1 00 5 2 2
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Matrixok inverze

Az
10 0
01 0
I, =
00 --- 1

mdtrixot n X n-es egységmatrixnak nevezzik. Ha nem okoz félreértést,
akkor /-t irunk [, helyett.

Burai Pdl Eléadds kovets félidk



Matrixok inverze

Az
10 0
01 0
I, =
o0 --- 1

mdtrixot n X n-es egységmatrixnak nevezzik. Ha nem okoz félreértést,
akkor /-t irunk [, helyett. Legyen A € M, x,. Azt mondjuk, hogy A
invertdlhatd, ha |étezik olyan B € M, matrix, hogy AB = BA = 1.
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Matrixok inverze

Az
10 0
01 0
I, =
00 --- 1

mdtrixot n X n-es egységmatrixnak nevezzik. Ha nem okoz félreértést,
akkor /-t irunk [, helyett. Legyen A € M, x,. Azt mondjuk, hogy A
invertalhatd, ha létezik olyan B € M, méatrix, hogy AB = BA= 1.

Feladat
Szdmitsuk ki a kovetkezd matrixok inverzét!

IR o R i e
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2 X 2-es matrixok determinansa

a1 a2
egy szamot a kovetkez6 médon:

Tekintsiik az A = ["” ‘312} maétrixot. Ekkor ehhez a hozzérendeliink

det A = di1d22 — ai12421-

Ezt a szdmot az A matrix determinansanak nevezzuk.
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2 X 2-es matrixok determinansa

a11 a2
a1 ax»
egy szamot a kovetkez6 médon:

Tekintsuk az A = {

det A= di1d22 — ai12421-

Ezt a szdmot az A matrix determinansanak nevezzuk.

Feladat

Szdmitsuk ki a kdvetkezd matrixok determindnsat!
10

R R A
[ P T

01
1 0

1 2

3 4 1 2

3i
2i

241
—i

1
1

147
—i

2+ 2i
-2

i

1 3

2 40"
1 2
3 6

1
1

I

} matrixot. Ekkor ehhez a hozzarendeliink

|

- 2
A determinans geometriai jelentése.
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3 x 3-as matrixok determinansa

411 d12  ai13

Tekintstik az A= |ap; ax» a»r3| matrixot. Ekkor ehhez a
431 4d32 4as3

hozzarendelliink egy szamot a kovetkezé mddon:

det A= A11822333+312823331 1313321332 — 313822331 — 312821333 —a11323332.

Ezt a szdmot az A matrix determinansianak nevezziik.
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3 x 3-as matrixok determinansa

411 d12  ai13
Tekintstik az A= |ap; ax» a»r3| matrixot. Ekkor ehhez a

31 d32 as3
hozzarendelliink egy szamot a kovetkezé mddon:

det A= A11822333+312823331 1313321332 — 313822331 — 312821333 —a11323332.

Ezt a szdmot az A matrix determinansianak nevezziik.

Feladat
Szamitsuk ki a kovetkezd matrixok determindnsat!
1 0 0 1 0 0 0 1 0] 1 1 2
010 0 0 1], 0 0 1}, 2 -1 1f,
0 01 01 0 1 0 0] 11 1
1 0 0 2 21 i 1 —i] (11— 0 2
0 1 0f, (11 %, |2 4 1], 0 -1—-i 3
0 0 1 0 1 0 3i =2i 1] | 7 0 1
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Kifejtési tétel

Az A mitrix a;; eleméhez tartozé aldeterminans az A; mdtrix
determindnsa, ahol Aj; jeloli az A i. soranak és j. oszlopanak elhagydsaval
kapott matrixot.

Tétel

Ha A egy n x n-es matrix, akkor a determinansa kiszamithato a
kovetkez6 maodon:

n
det A= Z(—l)ithait det Ay, (kifejtés az i. sor szerint)

t=1

vagy

det A= Z(—l)t“atj det Ay,  (kifejtés a j. oszlop szerint).
t=1

Feladat

Szamitsuk ki egy tetszbleges 4 x 4-es matrix determindnsat!
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Linearis egyenletrendszerek, Gauss elimindcid

Tekintsiik a kovetkezé harom egyenletbdl allé rendszert:

aiixi + axe +aizxs = by air A ais| (x b1l

acx1 +axnxy +axnxs = by vagy |ax axn axs| [x| = b

az1x1 + apxe +aszxs = bz a1 axn ass] [x3 bs
—_—_——

A X b
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Linearis egyenletrendszerek, Gauss elimindcid

Tekintsiik a kovetkezé harom egyenletbdl 4116 rendszert:

aiixy +axe+aizxs = b a1 a2 a1i3| |x1

Ao X1 +axnxy +axnxg = by vagy |ax axn a3| |x

asixy + apxp +azxs = bz a1 axn ass] [x3
—_—

A X

Az a célunk, hogy a fenti rendszert az aldbbi alakra hozzuk:

/ / /
apxit  apXet aj3xs
/ /
X+  ax3Xx3
/ —
d33X3 = b3

Il
o=
R3S
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Linearis egyenletrendszerek, Gauss elimindcid

Tekintsiik a kovetkezé hdrom egyenletbdl all6 rendszert:

anxy +anxe +aizxs = b a1 a2 a1i3| |x1
arx1 +axnxy +axnxy = by vagy |axn axn axs| |x| =
asixy + apxp +azxs = bz a1 axn ass] [x3
—_—
A X

Az a célunk, hogy a fenti rendszert az aldbbi alakra hozzuk:

/ / / /
appat apxet a3 = by
/ / /

anXp+ axpnxzy = by

/ _ /

d33X3 = b3

Ezek utdn az utolsé egyenletbdl kapjuk xs-at, ezt behelyettesitjiik a
masodik egyenletbe, kapjuk x»-t és igy tovabb.
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Linedris egyenletrendszerek, Gauss eliminacié

Tekintsiik a kovetkezé hdrom egyenletbdl all6 rendszert:

aux1+apxe+aizxs = b air A ais| (x b1l

axixy +axxe +axsxs = by vagy |axn ax ax| x| = |b

as31xy + azpxe +a;sxs = b3 a1 axn ass] [x3 bs
—_—_——

A X b

Az a célunk, hogy a fenti rendszert az aldbbi alakra hozzuk:

/ / / /
appat apxet a3 = by
/ / /

anXp+ axpnxzy = by

/ _ /

d33X3 = b3

Ezek utdn az utolsé egyenletbdl kapjuk xs-at, ezt behelyettesitjiik a
masodik egyenletbe, kapjuk xo-t és igy tovabb. A kivant alak eléréséhez
el6szor eliminalnunk kell x;-et a masodik és harmadik egyenletbdl. Ha az
elsé sor 22-szeresét levonjuk a masodik sorbdl, és az els6 sor %—szeresét
a harmadikbdl, akkor a kivant eredményt kapjuk. Az eljarast folytatva
xo-vel a kivant alakot kapjuk. Az eljaras kiterjeszthet6 tetszéleges lineéris
egyenletrendszerre.
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Linedris egyenletrendszerek, Gauss eliminacié

Tekintsiik a kovetkezé hdrom egyenletbdl all6 rendszert:

aux1+apxe+aizxs = b air A ais| (x b1l

axixy +axxe +axsxs = by vagy |axn ax ax| x| = |b

as31xy + azpxe +a;sxs = b3 a1 axn ass] [x3 bs
—_—_——

A X b

Az a célunk, hogy a fenti rendszert az aldbbi alakra hozzuk:

/ / / /
appat apxet a3 = by
/ / /

anXp+ axpnxzy = by

/ _ /

d33X3 = b3

Ezek utdn az utolsé egyenletbdl kapjuk xs-at, ezt behelyettesitjiik a
masodik egyenletbe, kapjuk xo-t és igy tovabb. A kivant alak eléréséhez
el6szor eliminalnunk kell x;-et a masodik és harmadik egyenletbdl. Ha az
elsé sor 22-szeresét levonjuk a masodik sorbdl, és az els6 sor %—szeresét
a harmadikbdl, akkor a kivant eredményt kapjuk. Az eljarast folytatva
xo-vel a kivant alakot kapjuk. Az eljaras kiterjeszthet6 tetszéleges lineéris
egyenletrendszerre. Az imént vazolt algoritmust Gauss eliminaciénak
hivjuk.
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Linearis egyenletrendszerek, Gauss eliminacié

Példa
Végezziik el az eliminaciét az aldbbi rendszeren, majd a matrixos alakon
is!

6x; —12x +6x3 = 6

3x1 —5x +5x3 = 13

2x; —b6xo +0x3 = -—10

[m] (=) =
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Linearis egyenletrendszerek, Gauss elimindcid

Példa
Végezziik el az eliminaciét az aldbbi rendszeren, majd a matrixos alakon
is!

6x; —12x +6x3 = 6

3x1 —5x +5x3 = 13

2x; —b6xo +0x3 = -—10

Ha Ae M,xm és b € R" vagy C”, akkor az
(LE) Ax = b, mitrixos alakban (A|b)

rendszert linedris egyenletrendszernek nevezziik, ahol x m dimenzids
ismeretlen vektor.
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Linearis egyenletrendszerek, Gauss elimindcid

Példa
Végezziik el az eliminaciét az aldbbi rendszeren, majd a matrixos alakon
is!

6x; —12x +6x3 = 6

3x1 —5x +5x3 = 13

2x1 —6x +0x3 = -—10

Ha Ae M,xm és b € R" vagy C”, akkor az
(LE) Ax = b, matrixos alakban (Alb)

rendszert linedris egyenletrendszernek nevezziik, ahol x m dimenzids
ismeretlen vektor. Ha b = 0, akkor (LE)-t homogén linearis
egyenletrendszernek, ellenkezé esetben inhomogén linearis
egyenletrendszernek nevezziik
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Linearis egyenletrendszerek, Gauss-Jordan eliminacié

Tegylik fel, hogy n darab n ismeretlent tartalmazé egyenletiink van. Ezt
szeretnénk az aldbbi alakdra hozni:

x40 4 40 = g
0 +x + +0 = o

0 40 4+ 4+x» = ¢
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Linearis egyenletrendszerek, Gauss-Jordan eliminacié

Tegytik fel, hogy n darab n ismeretlent tartalmazd egyenletiink van. Ezt
szeretnénk az aldbbi alakdra hozni:

xt 40 4+ 40 = g
0 +x 4 —+0 = o
0 40 +- 4+x, = ¢

Ezt a Gauss eliminacié egy médositasaval tehetjiik meg. Az x; valtozét a
j. lépésben nem csak a diagonilis alatt, hanem folotte is elimindljuk, és
az egyiitthatéjdval leosztjuk a j. sort, igy a kivant (fenti) format érjiik el,

ha az alapmatrix determindnsa nem nulla. Ezt az eljarast Gauss-Jordan
eliminaciénak nevezzik.

Burai Pél Eléadas kovet félidk



Linearis egyenletrendszerek, Gauss-Jordan eliminacié

Tegytik fel, hogy n darab n ismeretlent tartalmazd egyenletiink van. Ezt
szeretnénk az aldbbi alakdra hozni:

xx 40+ 40 =
0 +x +- +0 = o
0 40 +- +4x = ¢

Ezt a Gauss eliminacié egy médositasaval tehetjiik meg. Az x; valtozét a
j. lépésben nem csak a diagonilis alatt, hanem folotte is elimindljuk, és
az egyiitthatéjdval leosztjuk a j. sort, igy a kivant (fenti) format érjiik el,
ha az alapmatrix determindnsa nem nulla. Ezt az eljarast Gauss-Jordan
eliminaciénak nevezzik.

Példa

Végezziik el a Gauss-Jordan elimindciét az aldbbi rendszer matrixos
alakjan!

6x; —12x +6x3 = 6

3x1 —5x +5x3 = 13

2x;  —6xp +0x3 = -—10
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Linearis egyenletrendszerek, megoldas |étezése

Tegylik fel, hogy adott n darab linearis egyenlet n valtozdval. Ezeket
linearisan fiiggbnek nevezziik, ha valamelyik a tobbi linedris
kombindcidjaként kifejezhetd. Ellenkezé esetben az egyenletrendszer
linearisan fiiggetlen.
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Linearis egyenletrendszerek, megoldas |étezése

Tegytik fel, hogy adott n darab linearis egyenlet n valtozdval. Ezeket
linearisan fiiggbnek nevezziik, ha valamelyik a tobbi linedris
kombindcidjaként kifejezhetd. Ellenkezd esetben az egyenletrendszer
linearisan fiiggetlen. Ha egyértelmiien meg szeretnénk hatarozni n
valtozét, akkor ahhoz n darab linedrisan fliggetlen egyenletre van
szlikségunk, ha az n egyenletunkbol m darab linedrisan fuggetlen és
tetszoleges m + 1 darab mar linedrisan fiiggs, akkor n — m darab valtozét
tetszOlegesen valaszthatunk.
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Linearis egyenletrendszerek, megoldas |étezése

Tegytik fel, hogy adott n darab linearis egyenlet n valtozdval. Ezeket
linearisan fiiggbnek nevezziik, ha valamelyik a tobbi linedris
kombindcidjaként kifejezhetd. Ellenkezd esetben az egyenletrendszer
linearisan fiiggetlen. Ha egyértelmiien meg szeretnénk hatarozni n
valtozét, akkor ahhoz n darab linedrisan fliggetlen egyenletre van
szlikségunk, ha az n egyenletunkbol m darab linedrisan fuggetlen és
tetszoleges m + 1 darab mar linedrisan fiiggs, akkor n — m darab valtozét
tetszblegesen valaszthatunk. Ha m > n, azaz tobb egyenletiink van, mint
valtozénk, akkor a rendszer tulhatarozott.
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Linearis egyenletrendszerek, megoldas |étezése

Tegytik fel, hogy adott n darab linearis egyenlet n valtozdval. Ezeket
linearisan fiiggbnek nevezziik, ha valamelyik a tobbi linedris
kombindcidjaként kifejezhetd. Ellenkezd esetben az egyenletrendszer
linearisan fiiggetlen. Ha egyértelmiien meg szeretnénk hatarozni n
valtozét, akkor ahhoz n darab linedrisan fliggetlen egyenletre van
szlikségunk, ha az n egyenletunkbol m darab linedrisan fuggetlen és
tetszoleges m + 1 darab mar linedrisan fiiggs, akkor n — m darab valtozét
tetszblegesen valaszthatunk. Ha m > n, azaz tobb egyenletiink van, mint
valtozdnk, akkor a rendszer tulhatarozott. A homogén egyenletnek a
nulla vektor mindig megoldasa, ezt trivialis megoldasnak nevezziik. Ha
van nullatdl kulonbozé megolddsa, akkor annak minden skalarszorosa is
megoldas lesz, és tetszéleges megolddsok tetszéleges linearis
kombinacidja is megoldas lesz.
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Linearis egyenletrendszerek, megoldas |étezése

Tegytik fel, hogy adott n darab linearis egyenlet n valtozdval. Ezeket
linearisan fiiggbnek nevezziik, ha valamelyik a tobbi linedris
kombindcidjaként kifejezhetd. Ellenkezd esetben az egyenletrendszer
linearisan fiiggetlen. Ha egyértelmiien meg szeretnénk hatarozni n
valtozét, akkor ahhoz n darab linedrisan fliggetlen egyenletre van
szlikségunk, ha az n egyenletunkbol m darab linedrisan fuggetlen és
tetszoleges m + 1 darab mar linedrisan fiiggs, akkor n — m darab valtozét
tetszblegesen valaszthatunk. Ha m > n, azaz tobb egyenletiink van, mint
valtozdnk, akkor a rendszer tulhatarozott. A homogén egyenletnek a
nulla vektor mindig megoldasa, ezt trivialis megoldasnak nevezziik. Ha
van nullatdl kulonbozé megolddsa, akkor annak minden skalarszorosa is
megoldas lesz, és tetszéleges megolddsok tetszéleges linearis
kombinacidja is megoldas lesz.

Tétel

A homogén linearis egyenletrendszer megolddsai alteret alkotnak.
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Inhomogén linearis egyenletrendszerek

Legyen v egy vektora S pedig egy altere a V' vektortérnek. Ekkor a
v+S={xeV|x=v+s, valmely s € S-re }

halmazt linedris sokasagnak nevezziik.
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Inhomogén linearis egyenletrendszerek

Legyen v egy vektora S pedig egy altere a V' vektortérnek. Ekkor a
v+S={xeV|x=v+s, valmely s € S-re }
halmazt linedris sokasagnak nevezziik.

Tétel

Az inhomogén linedris egyenletrendszer megoldadsai linedris sokasagot
alkotnak azaz, a megolddshalmaz v + S alakd, ahol S a homogén rész
megolddstere, v pedig egy megolddsa az inhomogén egyenletrendszernek.
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Inhomogén linearis egyenletrendszerek

Legyen v egy vektora S pedig egy altere a V' vektortérnek. Ekkor a
v+S={xeV|x=v+s, valmely s € S-re }
halmazt linedris sokasagnak nevezziik.

Tétel

Az inhomogén linedris egyenletrendszer megoldadsai linedris sokasagot
alkotnak azaz, a megolddshalmaz v + S alakd, ahol S a homogén rész
megolddstere, v pedig egy megolddsa az inhomogén egyenletrendszernek.

Tétel

Az inhomogén linedris egyenletrendszer Ax = b pontosan akkor
megoldhatd, ha a b vektor linedrisan kikombindlhato az A
oszlopvektoraibdl.
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Matrix inverzének kiszamitasa Gauss-Jordan eliminacidval

Az A matrixhoz olyan X mdtrixot kerestink, amelyre AX = /. Ha A

n x n-es, akkor ez n darab linedris egyenletrendszer megoldésat jelenti.
Nevezetesen, A oszlopaibdl linearisan ki kell kombinalnunk az

e, i =1,...,n természetes bazisvektorit R"-nek, ahol

e =(0,..., 0,\1/, 0,...,0). Ezt megtehetjiik egyszerre, tehat az n

i
darab linedris egyenletrendszert szimultan Gauss-Jordan eliminaciéval

oldjuk meg.
(All) — (1]A7)
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Matrix inverzének kiszamitasa Gauss-Jordan eliminacidval

Az A matrixhoz olyan X mdtrixot kerestink, amelyre AX = /. Ha A

n x n-es, akkor ez n darab linedris egyenletrendszer megolddsat jelenti.
Nevezetesen, A oszlopaibdl linearisan ki kell kombinalnunk az

e, i =1,...,n természetes bazisvektorit R"-nek, ahol

el =(0,... 0). Ezt megtehetjiik egyszerre, tehat az n

1

.0, 1.0,...,
~—

i
darab linedris egyenletrendszert szimultan Gauss-Jordan eliminaciéval
oldjuk meg.

(All) — (I]A7Y)

Feladat

Szdmitsuk ki az aldbbi matrixok inverzeit!
2 0 0 1 0 1 1 21
21 -6/, |01 1], |-1 2 1
6 0 -1 1 1 1 2 11
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Matrixok rangja

Egy matrix oszlopvektorai altal kifeszitett tér dimenzidjat a matrix
oszloprangjinak nevezziik. Hasonldéan, a matrix sorai altal kifeszitett tér
dimenzidjat a matrix sorrangjanak nevezziik.
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Matrixok rangja

Egy matrix oszlopvektorai altal kifeszitett tér dimenzidjat a matrix
oszloprangjanak nevezziik. Hasonléan, a matrix sorai ltal kifeszitett tér
dimenzidjat a matrix sorrangjanak nevezziik.

Tétel
Tetszéleges matrix sor- €s oszloprangja egyenlé.
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Matrixok rangja

Egy matrix oszlopvektorai altal kifeszitett tér dimenzidjat a matrix
oszloprangjinak nevezziik. Hasonldéan, a matrix sorai altal kifeszitett tér
dimenzidjat a matrix sorrangjanak nevezziik.

Tétel
Tetszéleges matrix sor- €s oszloprangja egyenlé.

A fenti tétel dltal definiadlt szdmot a matrix rangjdnak nevezzik.
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Matrixok rangja

Egy matrix oszlopvektorai altal kifeszitett tér dimenzidjat a matrix
oszloprangjinak nevezziik. Hasonldéan, a matrix sorai altal kifeszitett tér
dimenzidjat a matrix sorrangjanak nevezziik.

Tétel
Tetszéleges matrix sor- €s oszloprangja egyenlé.

A fenti tétel dltal definiadlt szdmot a matrix rangjdnak nevezzik.

Feladat
Szamitsuk ki az aldbbi matrixok rangjat Gauss eliminaciéval!
0 2 3 0 011
B;;ﬂ,11-1,0123
01 O 0 2 2 2
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Sajatérték, sajatvektor

Legyen A € M, x, matrix és x egy n dimenzids, nulldtdl kiilonbozo
vektor. Ha létezik olyan A szam, hogy

Ax = Ax,

akkor A\-t A sajatértékének, x-et pedig a A-hoz tartozé sajatvektornak
nevezziik.
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Sajatérték, sajatvektor

Legyen A € M,,«, matrix és x egy n dimenzids, nullatdl kilonbozé
vektor. Ha létezik olyan A szam, hogy

Ax = Ax,
akkor A\-t A sajatértékének, x-et pedig a A-hoz tartozé sajatvektornak
nevezziik.
Példa

7 2] =2l

Burai Pdl Eléadas kovet félidk



Sajatérték, sajatvektor

Legyen A € M,,«, matrix és x egy n dimenzids, nullatdl kilonbozé
vektor. Ha létezik olyan A szam, hogy

Ax = Ax,
akkor A\-t A sajatértékének, x-et pedig a A-hoz tartozé sajatvektornak
nevezziik.
Példa
15 0| (0| |0 _5 0
0 2||15] |3] “ |15
Tétel

Ugyanazon sajatértékhez tartozé vektorok alteret alkotnak.
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Sajatértékek kiszamitasa

A
pa(A) = det(A — Al)

polinomot az A matrix karakterisztikus polinomjanak nevezziik.
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Sajatértékek kiszamitasa

A
pa(A) = det(A — Al)

polinomot az A matrix karakterisztikus polinomjanak nevezziik.
Tétel

Az A matrixnak \ pontosan akkor sajatértéke, ha gyoke A
karakterisztikus polinomjanak.
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Sajatértékek kiszamitasa

A
pa(A) = det(A — Al)

polinomot az A matrix karakterisztikus polinomjanak nevezziik.

Tétel

Az A matrixnak \ pontosan akkor sajatértéke, ha gyoke A
karakterisztikus polinomjanak.

Feladat
Szamitsuk ki a kovetkezd matrixok sajatértékeit, sajdtvektorait!

R R A R F
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